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Abstract

We address genetic algorithms �GAs� in a di�erent way� The GA selects individuals with high
�tness values� This corresponds to decrease the temperature of the Boltzmann distribution at each
generation� Then� only the individuals with the highest �tness values survive� However� this does not
happen because the length L of each individual is assumed to be large� Otherwise� exhaustive search
can be executed� We consider several strategies to estimate the Boltzmann distribution without
consuming exponential computation of L� How to apply �eld�Bethe�Kikuchi approximations and
factorizations of the distribution are discussed� The same problem can be solved by di�erentiating the
Kullback�Leibler information under several constraints like as done in solving probablistic inference
based on generalized belief propagation�

� まえがき

遺伝的アルゴリズム �GA�の �アプローチとして、Estimation of Distribution Algorithms �EDA�という

方法がある。GAの集団をベイジアンネットワーク �BN�の学習に必要な訓練例とみなす。そして、現世代

の集団 �M 個の個体�で適合度の高い一部の N��M�個の個体たちから、それらを発生させた分布を推定

し、その分布に基づいて新たにM 個の個体をランダムに発生させる。N �M であるので、毎回選択圧力

がかかり、適合度の高い個体ばかりが集団を占めるようになる。

そもそも、EDAの estimationとは、ボルツマン分布の推定を意味する。GAで、集団内の個体の個数

M を十分に大きくし、交叉と突然変異を行わないものとしよう。このとき、個体 iの適合度が f�i�であれ

ば、世代 tでの温度の逆数を �tとして、e�t log f�i� 	 �f�i���t に比例した選択になり、世代 tとともに �tを

十分に大きくすると、適合度最大の個体が生き残る。ただ、個体の長さを Lとすると、個体が 
進で表現

される場合、分母
P

i�f���gL e
�t log f�i� の計算に Lの指数時間の計算が必要となる。そこで、そのまま実現

するのはやめて、集団の大きさM を有限とし、交叉と突然変異で集団の確率的に揺らがせ、集団中の個体

の適合度の比からボルツマン分布を推定している。それこそが GAの仕掛けであって、エルゴードな有限

マルコフ連鎖であれば、交叉や突然変異にこだわることはないというのである。

この EDAに関して、Heinz M�uhlenbeinは、�The Estimation of Distributions and the Minimum Rel�

ative Entropy Principle
 �to appear in Evolutionary Computation 
����を含む一連の論文で、重要な視

点を提示した。まず、GAの場合、個体の長さ Lが大きいと仮定する。Lが小さければ、GAなど用いずと
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も全探索すればよい。しかし、それを頂点数 Lの BNの推定問題 �Lの指数時間かかる�に帰着させていた

のでは、計算量的な問題に直面する。そこで、BNの推定に帰着するのではなく、ボルツマン分布を事前に

因数分解して、各因子に含まれる変数の個数を制限して、分布の推定および乱数の発生で計算量を削減す

べきであるとした。

第 
に、ボルツマン分布を推定する際に、統計物理における平均場近似、Bethe近似などの方法が概念

が適用できるとし、ベイジアンネットワーク �BN�の推論で用いられているような変分方程式を解く方法

が、GAの問題に適用できる可能性があることを示した。逆に、変分方程式で解かれていた問題が GAでも

解けるのではないかという期待もある。

本稿の構成は以下のようになる。
�では、伝統的なGAを概観し、公理論的な意味でのGAを定義する。

��では、伝統的な GAには属さないが、公理論的な GAに属すものとして、�まずボルツマン分布ありきと

しての GA
を定義する。��では、EDAを解くための基本となる BNの構造推定に関して概観する。��で

は、BNの構造が平均場近似の形であたえらる場合の EDAの性質をみる。��では、BNの構造が平均場近

似の形であたえらる場合の EDAの性質と、BNの構造が未知の場合に適用される Chow�Liuアルゴリズム

およびその一般化をみる。��では、Heinz M�uhlenbeinによって提案された、ボルツマン分布の因数分解を、

GAの適合度が加法的に分解可能な形で与えられた場合とグラフィカルモデルが与えられた場合、について

説明する。また、最大エントロピー法との関係を述べる。��では、既存の統計物理的方法を、M�uhlenbein

のボルツマン分布の因数分解の概念にしたがって、一般的な形で整理しなおす。

なお、
����では Kullback�Leibler情報量としてD�pjjq�という形、�����では Kullback�Leibler情報量と

して D�qjjp�という形のものを用いる。pはボルツマン分布、qはそれを推定なり近似した分布である。統

計的推測や情報理論では D�pjjq�が、統計物理では D�qjjp� が用いられているようである。

� 公理論的なGA

各個体が長さ Lの 
進列で表現されるものとする。k 	 �� 
� � � � � L番目の遺伝子座が �k�� 
�通りの値を

とるような一般的な個体表現も可能である。しかし、本稿の議論では、そのような一般化をしても同じ結論

が得られるので、簡単のため �k 	 
とする。したがって、

J �	 f� � � � �� �z �
L

� � � � � �� �z �
L

� � � � � � � � � �� �z �
L

g

が個体全体の集合となる。

また、集団はつねにM 個の個体を含むものとし、適合度関数を f � J � R�として、適合度 f�i�の大

きな個体 i � J を含む集団の生成にむけて世代交代を繰り返すものとする。

��� 伝統的なGA

以下、c�i�で、集団中の個体 i � J の頻度をあらわす。また、等しい長さの 
進列 
個 x� yに対して、x� y

および x� yで、それぞれビットごとに排他的論理和および論理積をとって得られる 
進列をあらわす。ま

た、jijで i � J の �の数、�iで i � J の ���を反転した 
進列をあらわす。






�ルーレット �選択� 集団から
c�i�f�i�

�j�Jc�j�f�j�
� ���

の確率で個体 i � J を選択する。

交叉� 
個の個体 k� j � J を、ある確率で 
個の個体 k � i��i� j� j � i��i� k � J に置き換えて �i � J�、

そのどちらかの個体を確率 ��
で選択する。

突然変異� 各個体 k � J をある確率 �iで �� i � J�k � i � J に置き換える。通常は、遺伝子座の各 ���を反

転する確率を � � �として、

�i 	 �jij��� ��L�jij

とすることが多い。

これらの遺伝的操作を用いて、現世代の集団から次世代の集団に世代交代を行う。

アルゴリズム � �世代交代� �� 選択を 
回繰り返して、個体 i� j � J を得る。


� 個体 i� jに交叉を施して、個体 k � J を得る。

�� 個体 kに突然変異を施して、k� � J を得る。

�� �����をM 回繰り返して、M 個の個体を得る �次世代の集団を得る�。

ランダムに初期世代の集団を発生した後、世代交代を有限回繰り返す処理を遺伝的アルゴリズム �GA� と

よぶ。

��� エルゴードな有限マルコフ連鎖

前節の GAでは、ある世代から次の世代への集団間の確率的推移が有限マルコフ連鎖で表現できることが

わかる。各個体の頻度を表すベクトル

�c�i��i�J �
X
i�J

c�i� 	M� c�i� � �

が同じ集団を、同じ状態にある �同値な�集団とよび、大きさ 
Lのベクトル �c�i��i�J で代表させる。例え

ば、L 	 
の場合、J 	 f��� ��� ��� ��gであり、さらにM 	 �であれば、�c����� c����� c����� c�����は、

��� �� �� ��� ��� �� �� 
�� ��� �� 
� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� 
�� ��� �� �� ��� ��� �� 
� ���

��� 
� �� ��� ��� 
� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� 
�� ��� �� �� ��� ��� �� 
� ��� ��� �� �� ���

��� �� �� ��� ��� 
� �� ��� �
� �� �� ��� �
� �� �� ��� �
� �� �� ��� ��� �� �� ���

の 
�個の状態をとりうる。また、
個の集団 ��� ��� ��� �z �
M��

および ��� ��� ��� �z �
M��

は、�c����� c����� c����� c�����が同

じ ��� �� 
� ��であるので同値である。
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状態の集合 Sは有限集合で、L�Mが決まれば一意にきまる。そして、GAの適合度、交叉、突然変異

などの世代交代を設定することは、状態 s � Sから状態 t � Sへの推移確率 Q 	 �Q�tjs��t�s�S を設定する

ことに他ならない。

そして、推移確率 Qから qQ 	 qの解として、定常確率 q 	 �q�s��s�Sが一意に定まる。

ここで、U�を、適合度 f�i�が最大の値をもつ同じ個体 i � J のみからなる集団 �の状態�の集合とする。

また、gp � R� � R�を p � R��選択圧力とよぶ�および � � a � bに関して、

�� gp�a� � gp�b�� p � �


�
gp�b�

gp�a�
��� p��

となる任意の関数とする。たとえば、gp�x� 	 xpは、上記 
条件を満足している。そして、���を

c�i�gp�f�i��

�j�Jc�j�gp�f�j��
� �
�

で置き換える。このとき、任意の交叉について、突然変異確率を �、選択圧力を pとして、

lim
p��

lim
���

q�s�

�
� �� s � U�

	 �� s � S � U� ���

が成立する �De Silva�Suzuki� 
����。

しかし、���はいわゆる GAの示すポジティブな性能の一面にすぎず、いわゆる GAの最適性を保証す

るものではない。逆に、GAの本来の目的が、高い確率で適合度の高い個体を集団に含ませることであれ

ば、何も交叉や突然変異などの特定の遺伝的操作にたよる必要もないであろう。そのためのエルゴードな有

限マルコフ連鎖を用意するのであれば、何でもありということになる。ここで、エルゴード性とは、推移

行列Qの k � �乗Qkの成分がすべて正になる性質をさす。すなわち、任意の状態から別の任意の状態に、

有限回の世代交代で推移しうるという性質である。例えば、突然変異確率 �が正であれば、この条件は満

足される。

� �まずボルツマン分布ありき�としてのGA

��� 無限の集団サイズで、ボルツマン分布の変化をみる

定数�� � �と、各個体 i � J に対して、

g�i� �	
�

��
log f�i� ���

とおくと、f�i�の最大化と g�i�の最大化は、同値である。ここで、集団の大きさM が十分に大きいとし、

交叉、突然変異を行わない状況を考える。各個体が世代 tで確率 pt�i�で存在しているとすると、���は

pt���i� 	
pt�i� expf��g�i�gX

j�J

pt�j� expf��g�j�g
���

とかける。したがって、�� � �として、�t �	 �� � t��とかくと、

pt�i� 	
expf�tg�i�gX

j�J

expf�tg�j�g
���
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�ボルツマン分布�となるので、t��で g最大 �すなわち f 最大�の個体以外では、pt�i�の値が �となる。

以下では、���tを世代 tにおける温度とよぶ。

しかしながら、pt�i�の値を計算するには、j � J 	 f�� �gLでの expf�tg�j�gの和を求めることが必要

となる。また、GAでは大前提として、Lが十分大きいことを仮定している。したがって、���の分母の和

を計算したり、その分子の各 i � J の比を計算することは、不可能である �Lに対して指数的となる�。

��� 有限の集団サイズで、ボルツマン分布の変化をみる

GAは、集団の大きさM を有限としている。もし、交叉や突然変異がないと、マルコフ連鎖のエルゴード

性が維持できなくなる。選択だけを行えば、状態間の推移が限定した範囲でしか行われないので、ボルツマ

ン分布が推定できなくなる。

世代交代数 tとともに、�tが大きくなり �温度が下がり�、選択圧力が大きくなる。温度を下げながら、

エルゴード性を保ちながら、ボルツマン分布を推定し続け、十分に温度をさげていくと、適合度最大の個体

が残る。

具体的には、各世代交代 �t世代目�では、以下の手順をふむ。

アルゴリズム � �EDA �第 t世代目�� �� M 個の個体から適合度の高い Nt��M�個を選び、


� Nt個の個体からボルツマン分布 pt�i�を推定する

�� 推定された分布にしたがって、ランダムに個体をM 個生成する。

ここで、Nt � M であり、適合度の高い個体のみからボルツマン分布を推定することによって、選択圧力

がかかっていることに注意したい。実際に、��tと Ntがどう対応するかなどは、わかるすべもない。しか

し、公理論的な GAの条件を満足している �エルゴードな有限マルコフ連鎖を形成している�のだから、GA

である。

ボルツマン分布の推定の仕方により詳細は異なるが、これらの方法を総称してEstimation of Distribution

Algorithms �EDA�とよぶ。

��� 進化とボルツマン分布との関係

��年以上前から、GAの論文では、John Hollandの �Adaptation in Nature and Arti�cial Systems
 とい

うテキストを参考文献にあげて、進化の過程を模倣して適合度の高い個体を生き残らせる情報処理である、

という説明をかかげているものが多い。最近の De Silva�Suzuki�
����のように、GAのポジティブな性質

を数学的に証明する論文も出てきたが、従来は、Hollandのスキーマ定理のみが、GAの性能を保証する唯

一の根拠となっていた。個体の Lビット中のビットパターンをスキーマとよぶ。あるスキーマをもつ個体

の集合H�	 J� について、世代 tでの頻度が �ct�j��j�J であったとする。このとき、適合度のスキーマでの

平均値

m�H� t� �	

P
i�H c�i�f�i�P
j�H c�j�

���

が、適合度の個体全体での平均値m�J� t�と比較して大きいときに、そのスキーマが適合度を高める要因に

なり、GAは適合度の高いスキーマを発見する情報処理である �ビルディングブロック仮説�とされている。
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スキーマ定理とは、具体的に

Em�H� t� �� � m�H� t���� ��H����� ��d�H� ���

なる不等式をさす。ここで、Eを世代 tが �c�j��j�J であるもとでの平均、��H�を H のビットパターンが

交叉で壊れる確率、d�H�を H のビットパターンの長さとした。

世代交代ごとに選択圧力が大きくなるのだから、交叉や選択を無視すれば、m�H� t � �� � m�H� t� が

期待できる �左辺で平均 Eをとれば当然正しい�ので、���は定性的に自明な結論といわざるを得ない。ま

た、同じ文献で Hollandは、集団サイズM が十分に大きいとしたときに、P �H� t� 	
P

i�H pt�i�が

dP �H� t�

dt
	 P �H� t��m�H� t��m�J� t�� ���

を満たすことが、よい探索アルゴリズムであるために必要であり、GAはこの性質を満足していると主張し

た。���は、離散値 t 	 �� �� � � �で微分する、確率過程の実現値m�H� t�と確率 P �H� t�が混在するなど、数

学的に正しくない表現である。しかし、交叉および選択をしない、集団サイズが十分に大きいという仮定の

下で、���で �� 	 ���� 	 �� �t 	 tとおき、���で pt�i� 	 c�i��M とおくと、���が成立する。実際、

dpt�i�

dt
	 pi�t��g�i��

X
j�J

g�j�pj�t��

dP �H� t�

dt
	
X
k�J

pk�t�

P
i�J pt�i�fg�i��

P
j�J g�j�pj�t�gP

j�J pj�t�
	 P �H� t��m�H� t��m�J� t��

が成立する。すなわち、ボルツマン分布の仮定があって初めて、���が成立するのである。

� BNの学習との関係

一般的には、各世代でベイジアンネットワーク �BN�の構造とパラメータを推定することになる。

N 個の確率変数X���� X���� � � � � X�L�の同時確率分布が各 �x���� x���� � � � � x�N�� � f�� �gLに対して、

P �X��� 	 x���� X��� 	 x���� � � � � X�L� 	 x�L��

で与えられるものとする。この L個の確率変数間の条件付独立性を BNで記述する際には、L個の確率変

数間の順序�をきめる。一般性を失うことなく、

X��� � X��� � � � � � X�L�

を仮定する。X�i�の生起は、一般には fX��� 	 x���� � � � � X�i��� 	 x�i���g すべてではなく、fX�k�gk���i� �

	�i� 	 f�� 
� � � � � i � �g に依存する �	��� 	 fg�。あるいは、fX�k�gk���i� が与えられたときに、fX
�i�gと

fX�k�gk�f��������i��gn��i� が条件付独立であるといってよい。したがって、同時確率分布は

NY
i��

P �X�i� 	 x�i�jX��� 	 x���� � � � � X�i��� 	 x�i���� 	

NY
i��

P �X�i� 	 x�i�j�X�k� 	 x�k��k���i� �

とかける。この 	 	 �	���� 	���� � � � � 	�L��をBNの構造という。また、各 i 	 �� 
� � � � � Lと �X�k� 	 x�k��k���i�

について、 X
x�i��X �i�

P �X�i� 	 x�i�j�X�k� 	 x�k��k���i� � 	 �

�



を満たすような


�i� 	 �P �X�i� 	 x�i�j�X�k� 	 x�k��k���i� ��x�i��X �i��x�k��X �k��k���i�

がきまる。
 	 �
���� 
���� � � � � 
�L��を BNのパラメータとよぶ。確率変数間の順序が指定されれば、BNは

構造 	とパラメータ 
で記述される。

推定問題は、以下のように定式化できる。未知の BN	 �	� 
�から発生したM 個の訓練例 x � f�� �gLM

X��� 	 x
���
� � X��� 	 x

���
� � � � � � X�L� 	 x

�L�
�

X��� 	 x
���
� � X��� 	 x

���
� � � � � � X�L� 	 x

�L�
�

� � �

X��� 	 x
���
M � X��� 	 x

���
M � � � � � X�L� 	 x

�L�
M

から、ベイズの意味で最適な構造を推定する。詳細は省略するが、構造やパラメータの事前確率が与えられ

ると、訓練例 xのもとで事後確率最大の構造 �	が求まる。

ここで、注意しなければならないことは、	の候補が Lとともに指数的に増えてくることである。実際、

各 j 	 �� 
� � � � � Lで比較すべき 	�j� の候補の数は、
j�� 個だけあり、合計
PL

j�� 

j�� 	 
L � �個の事後

確率を計算しなければならない。

�伝統的な GA
、�まずボルツマン分布ありきとしての GA
のいずれであっても、個体の長さ Lが十分

に大きいことが仮定される。もし、Lが小さいのであれば、全探索で f�i�が最大の i � Jを見出せばよいか

らである。したがって、一般的な BNの学習に帰着させることは、計算量的困難さに直面することになる。

� GAにおける平均場近似

そこで、以下のような戦略を考える。個体 i 	 �x���� x���� � � � � x�L�� � f�� �gLについて、

q
�k�
t �x�k�� 	

X
�x�j��j ��k

pt�x
���� x���� � � � � x�L��

とおき、q�k�t �j�� j 	 �� �を

�q
�k�
t ��� �	

c� � a�
M � a� � a�

����

で推定する。ただし、c�を世代 tで k番目の遺伝子座が x�k� 	 �の個体の数、a�� a� � �は、q�k�t �x�k��の

事前分布からきまる定数とした �M が十分に大きければ、a 	 � 	 a� 	 ��
などとして差し支えない�。

各世代交代で、アルゴリズム 
の �段階を経ることは同じだが、
�で k 	 �� 
� � � � � Lごとに ����を推定し、

それを用いて、��で k 	 �� 
� � � � � Lごとに x�k�を発生させる。この手順は、Univariate Marginal Distribution

Algorithm �UMDA�とよばれる。pt�i�を近似 qt�i� 	
QL

k�� q
�k�
t �x�k��の推定値 �qt�i� 	

QL

k�� �q
�k�
t �x�k��で

置き換えることになる。�qt�i�が真の値 qt�i�であったとしても、Kullback�Leibler情報量

D�ptjjqt� 	
X
i�J

qt�i� log
qt�i�

pt�i�

が大きくなり、精度が心配になる。つまり、ビット間の相互作用の影響を無視しているために、適合度の

高いスキーマがあっても、それを壊している可能性がある。しかし、O�L�の計算時間で世代交代が完了す

�



る。また、W �t� 	
P

i�J qt�i�g�i�� q
�k�
t 	 q

�k�
t �x�k��� x�k� 	 �� �とおくと、Wrightの方程式

q
�k�
t�� 	 q

�k�
t � q

�k�
t ��� q

�k�
t �

�W �t���q
�k�
t

W �t�
����

が成立し、ダイナミクスの解析が容易に行える。

� GAにおけるBethe近似

V 	 f�� 
� � � � � Lgに対して、巡回経路を含まないように E 	 ffj� kgjj� k � V� j 
	 kgを設定する。ここで、

巡回経路とは、Eの部分集合 E�で、E�の要素の中に V の要素がちょうど 
回ずつ現れるものである。こ

のとき pt�i�を

qt�i� 	

Q
fk�lg�E q

�k�l�
t �x�k�� x�l��Q

k�V �q
�k�
t �x�k���N�k���

��
�

で近似する。ここで、N�k�は k � eとなる e � Eの個数である。すなわち、Eの与え方によって、近似の仕方

が異なる。この値をさらに推定値 �qt�i�で置き換えることになる。具体的に、個体 i 	 �x���� x���� � � � � x�L�� �

f�� �gLについて、

q
�k�l�
t �x�k�� x�l�� 	

X
�x�j��j ��k�l

pt�x
���� x���� � � � � x�L��

とおき、qk�lt �j� h�� j� h 	 �� �を

�q
�k�l�
t �j� h� �	

cj�h � aj�h
M � a��� � a��� � a��� � a���

����

で推定する。ただし、cj�h を世代 tで k� l 番目の遺伝子座が x�k� 	 j� x�l� 	 hの個体の数、aj�h � �は、

q
�k�l�
t �j� h�の事前分布からきまる定数である �Mが十分に大きければ、aj�h 	 ���などとして差し支えない�。

最初から Eを決めずに、与えられた ptから、Kullback�Leibler情報量D�ptjjqt�を最小にするように E

を決定する方法もある。まず、k� l � V� k 
	 lの相互情報量を

I�k� l� �	
X

x�k��x�l�

q
�k�l�
t �x�k�� x�l�� log

q
�k�l�
t �x�k�� x�l��

q
�k�
t �x�k��q

�l�
t �x�l��

����

で定義する。

アルゴリズム � �Chow�Liuアルゴリズム� �� 各 k� l � V� k 
	 lについて、I�k� l�を計算する。


� E � ffk� lggが巡回経路を持たない e 	 fk� lg 
� E� k 
	 lの中で、I�k� l�が最大かつ非負となるもの

を e�とし、E � fe�gを Eとおく。

�� そのような fk� lg 
� E� k 
	 lがなくなるまで 
�を繰り返す。

ここで、

D�ptjjqt� 	
X
k�V

H�k��
X

fk�lg�E

I�k� l�

とできる点に注意したい。ただし、

H�k� �	
X
x�k�

�q
�k�
t �x�k�� log q

�k�
t �x�k�� ����

�



である。アルゴリズム �のように、greedyに探索しても、Kruscalの極大木アルゴリズムに基づいているの

で、ptと ��
�の qtの Kullback�Libler情報量D�ptjjqt�が最小になる。アルゴリズム �から、V 	 f�� 
� �g�

I��� 
� � I�
� �� � I��� �� � �であれば、E 	 ff�� 
g� f
� �ggとなる。また、V 	 f�� 
� �� �g� I��� 
� �

I��� �� � I�
� �� � I��� �� � I�
� �� � I��� ��であれば、E 	 ff�� 
g� f�� �g� f�� �ggとなる。

また、真の同時分布 qtではなく、推定値 �qt

�q
�k�l�
t �j� h� �	

cj�h
M

����

を qtとして、アルゴリズム �を適用すれば、平均対数尤度が最大となる。

さらに、対数尤度すなわちサンプルの適合性だけで木を生成することで満足しない場合、

X
i�J

�c�i� log �qt�i� �
k�E�



dn ����

を最小にする情報量基準的な方法を適用してもよい。ここで、fdngは正の実数列で、たとえば MDLであ

れば dn 	 lognとなる。また、k�E�は �qtを記述するための独立なパラメータの個数とした。第 �項はサ

ンプルのグラフへの適合性、第 
項はグラフの複雑さをあらわす形になっている。各 x�k�が ���の 
値で

はなく、�� 
� � � � � �k のいずれかの値をとるものとする。このとき、アルゴリズム �の I�k� l�を

�I�k� l� �	 I�k� l��
��k � ����l � ��



dn ����

とすると、����が最小となることがわかっている �Suzuki� �����。しかも、����は負の値をとりうるので、

G 	 �V�E�は一般には木ではなく森になる。また、�k 
	 
の場合、dn 	 �の場合と dn 
	 �の場合で、辺

の選択順序が異なってくる。

� ボルツマン分布の因数分解

世代交代のたびに個体の長さ Lの指数的な計算量を用いて構造推定を行うのは、不合理であることがわか

る。また、構造に関しては事前にわかっていることが多い。そこで、適合度関数やビットの生成規則に関す

る事前知識を利用して、ボルツマン分布を因数分解できれば、集団内の個体の頻度からパラメータを推定

できる �Factorized Distribution Algorithm� FDA�。そして、その推定されたパラメータを用いて、次世代

の集団をランダムに生成できる。

その際に、

pt�x
���� � � � � x�L�� 	

LY
j��

pt�x
�j�jx���� � � � � x�j����

の形では、首尾よく因数分解したことにはならない。因数分解した各因子に含まれる変数の数が少なけれ

ば �Lによらない定数で抑えられれば�、それらの同時確率の推定と乱数発生における計算量が少なくてす

む。しかし、各因子はスキーマに対応し、因子に含まれる変数の個数はそのスキーマの定義するビット長に

相当する。長いビットのスキーマが含まれるということは、その問題が GAが扱う問題として難しいこと

を意味し、さらなる近似手法が必要となる。

�



��� 加法的に分解可能な関数が与えられる場合

関数 g � f�� �gL � R�を I �	 f�� 
� � � � � Lgの部分集合たち s�� s�� � � � � smを用いて、

g�x� 	
X
k

gk�xsk � ����

と書く �����の形で書くこと自体は可能だが、fgkg� fskg を見出すことが難しい場合がある�。以降、記法

が複雑になるので、�x�j��j�sk などを xsk などと書くものとする。

s�� s�� � � � � smがある条件を満たすときに、前述の EDAの概念が効果的に適用できることを示す。Iの部

分集合の長さmの列 fskg
m
k��から、Iの部分集合の長さmの列たち fdkg

m
k���histories�、fbkg

m
k���residuals��

fskg
m
k���separators�を以下のように構成する。

d� 	 fg� dk �	 �kj��sj � bk �	 skndk��� ck �	 sk � dk��

そして、以下の �条件を満足するときに、fskgmk��は running intersection property �RIP�を満たすという。

�� bk 
	 fg� k 	 �� 
� � � � �m


� dm 	 fx�� x�� � � � � xmg

�� 各 k 	 
� �� � � � �mについて、ck 	 sj なる j � kが存在

もし、RIPが満足されない場合、s�� s�� � � � � smの順序を変えて試みる。また、s�� s�� � � � � smの sk� � � � � � skl

を sk� � � � � � skl におきかえる �merge�方法もある。しかし、その場合、因数分解された因子に含まれる変

数の数は多くなる。ただ、s� 	 ��m 	 �とおけば RIPは自明に成立する。したがって、mergeによって

RIPを満足する因数分解は必ず得られる。問題は、因子に含まれる各変数の個数である。

このとき、ボルツマン分布 pt�x� �	 e�tg�x���
P

x
� e�tg�x

��は、以下のように因数分解できる。

pt�x� 	

mY
k��

pt�xbk jxck � 	

mY
k��

pt�xbk �xck �

pt�xck�
�
��

例えば、J��� J��� J�� � R�として、

g�x���� x���� x���� 	 J��x
���x��� � J��x

���x��� � J��x
���x���

であれば、I 	 f�� 
� �g� s� 	 f
� �g� s� 	 f�� �g� s� 	 f�� 
gとなり、

d� 	 fg� d� 	 f
� �g� d� 	 f�� 
� �g� d� 	 f�� 
� �g

b� 	 f
� �g� b� 	 f�g� b� 	 fg

c� 	 fg� c� 	 f�g 	 s�� c� 	 f�� 
g 
	 s�� s�

となり、RIPの条件 �と条件 �が満足されない。s�� s�� s�の要素を入れ替えても同様である。

g�x���� x���� x���� 	 J��x
���x��� � J��x

���x��� � J�x
���

であれば、I 	 f�� 
� �� �g� s� 	 f
� �g� s� 	 f�� �g� s� 	 f�gとなり、

d� 	 fg� d� 	 f
� �g� d� 	 f�� 
� �g� d� 	 f�� 
� �� �g

��



b� 	 f
� �g� b� 	 f�g� b� 	 f�g

c� 	 fg� c� 	 f�g 	 s�� c� 	 fg 	 s�

となり、RIPの条件すべてが満足される。したがって、

pt�x
���� x���� x���� 	 pt�x

���� x����pt�x
���jx����pt�x

���� 	
pt�x

���� x����pt�x
���� x����pt�x

����

pt�x����

の形に因数分解される。

��� グラフィカルモデルが与えられる場合

変数間の依存関係が、無向のグラフィカルモデルで与えられる場合を考えよう。

確率変数間の条件付独立性を、グラフ G 	 �V�E�の依存分離性で表現してみよう。X�Y� U 	 V �X �

Y �Z 	 V�X �Y 	 Y �Z 	 Z �X 	 fg�をグラフの頂点の集合と見て、X�Y が Zで依存分離的であるこ

と �X の頂点から Y の頂点への経路すべてが Zの頂点を �個以上含むこと�を、� X jZjY �G と書く。ま

た、X�Y� Z 	 V を確率変数の集合と見て、X�Y が Zで条件付独立であること �x � Xと p�y� z� � �なる

y � Y� z � Z に対して p�xjy� z� 	 p�xjz��を、I�X�U�Z�と書く。辺集合 Eが ffu� vgju� v � V� u 
	 vg�完

全グラフ�であれば、任意の x � X� y � Y について、Z を通らない x� yを結ぶ経路が必ず存在し �たとえ

ば、x� yを直接結ぶ経路�、条件付独立性のチェックが不要であるので、

� X jZjY �G	
 I�X�Z� Y � �
��

�I�map�は自明に成立する。辺集合 Eを小さくしていき、どのような辺を削除しても �
��が成立しなくな

る �極小 I�map�とき、G 	 �V�E�を確率変数の集合 V の �無向の�グラフィカルモデル �Pearl �����とよ

ぶ。無向のグラフィカルモデルをマルコフネットワーク、有向のグラフィカルモデルをベイジアンネット

ワークとよぶ。いずれにせよ、確率変数の条件付独立性を表示したものになる。

本節では、V 	 fx���� � � � � x�L�gとして、V の無向のグラフィカルモデル G 	 �V�E� が与えられたと

する。ここでは、前節と同様の因数分解を行うために、Gから以下の条件を満たす木 T �接合木� junction

tree�を生成する。

�� T の頂点 �クラスタ�は、Gの頂点集合 V の部分集合に対応し、Gの各クリークに対して、それを含

む T のクラスタが存在する。


� T の 
クラスタ C�� C� 	 V を結ぶ経路上の各クラスタは、C� � C�の各元を含む。

上記で、クリークとは、V の部分集合 Cで、Cの任意 
頂点を結ぶ辺が Eに含まれ、しかも Cにさらに �

頂点を加えた C � 	 V に関しては、この性質がいえなくなるものをいう。�無向�グラフ Gに対して、接合

木は一般には複数存在する。接合木を求めるには、たとえば、以下の手順をふむ。

アルゴリズム � �接合木アルゴリズム� �� Gに適当な辺を加え、長さ �以上の弧を含まない巡回経路を

除去する �三角化�。


� Gのクリーク C�� � � � � Cmを T のクラスタとする。

��



�� 頂点集合を V �� fC�� � � � � Cmg、C�� C� � V を結ぶ辺 C� � C�の効用 c�C�� C��を C� � C�に含まれ

る要素の個数として、Kruscalの極大木アルゴリズムを適用して、接合木 T を生成する。

極大木アルゴリズムでは、有限の頂点集合 Vと頂点間に割り当てられた効用 c � V � V � R�を定義する。

そして、結合してもループにならない未連結の u� v � V の中で、c�u� v�が正で最大となる �頂点を結合し

て辺とする。そのような条件を満たす u� v � V がなくなるまでこの処理を繰り返して、辺集合 E を得る。

そのように greedyに探索しても、木の辺に割り当てられた効用の合計が最大となる �Kruscal� �	
��。

接合木では、辺も頂点もGの頂点集合 V の部分集合となる。接合木の頂点集合 V、辺集合 Eに対して、

pt�V � �

Q
v�V pt�v�Q
e�E pt�e�

とかける。

��
��
X��� ��
��
X���

��
��
X��� ��
��
X���

�
�
�
�R

Figure �� x���と x���を結んで三角化

たとえば、確率変数 V � fx���� x���� x���� x���gのグラフィカルモデルとして、G � �V�E�が図 �のように

与えられているものとする。x���� x���を辺として結んで三角化すると、クリークはC� � fx���� x���� x���g� C� �

fx���� x���� x���g の � 個となる。両者を結ぶ辺は、C� � C� � fx���� x���g となる �V � fC�� C�g� E �

fC� � C�g�。したがって、因数分解は

pt�x
���� x���� x���� x���� �

pt�x
���� x���� x����pt�x

���� x���� x����

pt�x���� x����

となる。

本稿の議論では、因数分解された各因子に含まれる変数の個数をなるべく少なくすることが目的であっ

た。そして、接合木を求めるアルゴリズムには上記の他にも種々のものがある。ただ、最適化は非常に難

しく、頂点の個数 �各 C � V の要素の個数�の合計 �因数分解で得られた分母の因子に含まれる変数の合計�

を最小にするクリークを求める問題は、NP困難であることが知られている。

��� 最大エントロピー原理との関連

s�� s�� � � � � sm � I に対して、非負の値 �同時分布とよぶ� �qk�xsk � � �qk�xbk �xck �が �条件

X

xbk
�xck

�qk�xbk �xck � � � ����

X

xbk

�qk�xbk �xck� � �qk�xck � ����

を満足するとき、�q�� � � � � �qmは、一貫性がある �consistent�という。このとき、RIPの最初の条件 bk �� fg� k �

�� � � � �mのもとで、q�x� ��
Qm

k�� �qk�xbk jxck � は、
P

q�x� � �を満たす。そして、

qk�xbk jxck� � �qk�xbk jxck � ��
�

��



も成立する �因数分解が一意的�。しかし、RIPを仮定しないと、

qk�xbk �xck� �� �qk�xbk �xck � ��
�

となる。たとえば、s� � f�� �g� s� � f�� �g� s� � f�� �gであれば、b� � fgとなるため、

q�x� � �q��xb���q��xb� jxc��

となる。しかし、そのような qが、

X

x���

q�x���� x���� x���� � �q��x
���� x����

を満足しているとは限らない。

fbkg� fckgの定義から、一貫性がある同時分布 �q�� � � � � �qmについて、任意の xについて

�qk�xsk � �
X

�x�j��j�Insk

q�x� ����

を満足する qが存在する。最大エントロピー原理とは、����を満足する qの中から、特にエントロピー

H�q� �� �
X

x

q�x� log q�x� ����

を最大にする qを選択すべきであるという原理である。そのような qは一意であり、以下の Iterative Pro�

portional Fitting �IPF�とよばれる手順の収束解に一致することが知られている �Csiszar� �	�
�。q���を一

様分布 �確率をすべて ��L�として、各 x � f�� �gLについて、

q������x��� q����x�
qk�xsk �P

y
q����xsk �y�

����

を繰り返す手順である。ここで、右辺分母の和は、xの Insk に対応する成分すべての和である。そして、

k � ��� � ��mod m� � �としている。

I � f�� �� �g� s� � f�� �g� s� � f�� �g� s� � f�� �g�m � �であれば、

q����x���� x���� x���� � ���

q����x���� x���� x���� � �q��x
���� x�������

q����x���� x���� x���� �
�q��x

���� x�����q��x
���� x����P

x��� �q��x
���� x����

しかし、これが �q��x
���� x����に一致する保証はなく、繰り返しにより矛盾を解消し、最後には目的の qを

得る。

一方、I � f�� �� �g� s� � f�� �g� s� � f�� �g�m � �であれば、

q����x���� x���� x���� � ���

q����x���� x���� x���� � �q��x
���� x�������

となり、この段階で正しい qが得られ、q��� � q��� � � � �となる。

一般に、RIPが満足されていると、最初の � � �� �� � � � �mまでの mステップの繰り返しで、正しい解

が得られる。すなわち、����は最大エントロピー原理によって得られた解にもなっていることがわかる。

��



� BNの推論との関係

統計物理では、同時分布 f�qkgを満足する qの中で、エントロピーを最大にするのではなく、与えられた分

布 pとの Kullback�Leibler情報量D�qjjp�を最小にする qを用いる方法がよく検討されている。pが一様分

布であれば、最大エントロピー法になる。本稿では GAを扱っているので、g�x�最大化、もしくは log f�x�

最大化を検討する �統計物理では、マイナスの符号をつけて、エネルギー�g�x�最小の最適化問題を解くこ

とになる�。以下、平均エネルギー U�q�およびギブスエネルギー G�q�を

U�q� �� �
X

x

q�x�g�x�

G�q� �� U�q��H�q�

で定義すると、Kullback�Leibler情報量D�qjjp�は

D�qjjp� � U�q��H�q� � lnZ ��	�

となる。ただし、Z �
P

x
eg�x�となる。q�x� � p�x� � eg�x�のときに限り、D�qjjp� � �となり、G�q� �

� lnZが得られる。

本節では、前節で扱ってきた平均場近似、因数分解などの手法を、GAを用いずに、ベイジアンネット

ワーク �BN�の確率推論などで利用されている変分方程式を解く方法で解くことを試みる。すなわち、GA

で行われていたような qkの推定を経ずに、温度を一定のまま、D�qjjp�の極値に関する qk のラグランジュ

未定係数法として定式化し、その解 qk� k � �� �� � � � �mを直接求める。以下では、時刻ごとに温度が変化す

ることはないので、�t � �とし、pt�x�� qt�x�などを、p�x�� q�x�などであらわす。

logZは定数であるから、U�q�と H�q�を求めればよい。��	�は、さらに

f�x� �
X

s�I

asxs ����

の形で書ける。これを、qで平均をとると、

U�q� �
X

x

q�x�f�x� �

mX

k��

asqk�xs� ����

となる。

��� 平均場近似

各 qk� k � �� �� � � � �mに含まれる変数を �個に制限する �m � L�。そして、

q�x� �
mY

k��

qk�x� ����

とおくと、

H�q� � �
mX

k��

X

x�k�

q�x�k�� log q�x�k�� ����

となる。そして、変分方程式は、

�D�qjjp�

�qk
� log

qk
�� qk

�
�U

�qk
� �

�




より、

qk �
�

� � exp��U��qk�
��
�

とかける。fqkgの初期値を与えてから、��
�を繰り返して収束を待つ。

��� Bethe近似、菊池近似、一般の因数分解

ここでは、fskgが与えられた場合、どのような手順を踏めばよいかについて、一般論を整理する。

q�x� �
Pm

k�� �qk�xbk jxck�とおくと、

H�q� � �

mX

k��

X

xbk
�xck

qk�xbk �xck� log �qk�xbk jxck� ��
�

となる。しかし、RIPが満足されないと、一般に qk�xbk �xck � �� �qk�xbk �xck�であり、

H�q� � �

mX

k��

X

xbk
�xck

�qk�xbk �xck� log �qk�xbk jxck� ����

を用いざるを得ない。最終的に、

L � U�q��H�q�

�

mX

k��

X

xck

�k�xck ��
X

xbk

�qk�xbk �xck �� �qk�xck ���

mX

k��

X

xbk

�k�xbk ��
X

xck

�qk�xbk �xck �� �qk�xbk ��

�

mX

k��

�k�
X

xbk
�xck

�qk�xbk �xck �� ���

mX

k��

�k�
X

xck

�qk�xck �� �� ����

を �qk�xbk �xck�� �qk�xck� で偏微分して、解が求まる。

例として、BNの推論の場合に適用してみよう。そして、BNの値が観測された頂点 �確率変数�の値を

y、BNの値が観測されていない L個の頂点 �確率変数�の値を x として、yのもとでの xの条件付確率を

P �xjy�として、

g�x� � � logP �xjy�

U�q� � �
X

x

q�x� logP �xjy�

とおく。ここで、I � f�� � � � � Lgを観測されていない L個の頂点とした。各 fskg 	 I は要素をちょうど �

個含み �Bethe近似�、頂点を結ぶ辺に相当する。

また、RIPが満足されるのは、無向グラフとしてみたときにループを持たない場合 �singly connected�

に限る。その場合、

q�x� �

Q
�i�j� �qk�x

�i�� x�j��
Q

k��qk�x
�k���N�k���

����

とかける。ただし、分子の積は x�i�� x�j�が辺として結ばれている場合のみかけるものとする。また、N�k�

を頂点 kから出ている辺の個数とした。本来、ビリーフプロパゲーション �BP�といって、特にループをも

つ場合は �qkの更新を繰り返して収束を待った。しかし、ループを持たない場合には、mステップの更新で、

正しい解が得られる。BPの詳細は多くの解説があるので省略するが、BPが上記のような変分方程式を解

く問題に帰着できることは、Weiss�Freemanの Generalized Belief Propagation����
�によって指摘されて

いる。

�




Bethe近似で RIPを満足しなくとも �singly connectedでなくとも�、そのグラフィカルモデルから接合

木を生成すれば、RIPを満足する fskgが得られる。逆に、singly connectedであれば、それに対応する接

合木が存在し、RIPははじめから満足されている。

� まとめ

平均場近似であれ、Bethe近似であれ、一般的な因数分解であれ、

�� GA的方法は � �
の最適解を、BN的方法は � 有限のボルツマン分布を近似的に求めている。

�� GA的方法は集団を利用してサンプルを繰り返し発生させるが、BNは変分方程式を解く問題に帰着

させる。

の相違はあるが、f�� �gL � R�の最適化問題を、GA的にも BN的にも解けることがわかった。したがっ

て、BN的解くよりも GA的に解いたほうが効率的であるような問題が存在するかもしれない。残念なこと

ではあるが、いずれの方法でも、変数の個数のなるべく少ない因数分解を探す問題 �各因子の変数の個数の

合計を最小にするのは NP困難�に帰着できることがわかった。
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